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There was no known explicit formula enumerating rooted genus one hypermaps. 
We solve this problem here. We first construct functional relations whose solutions 
are the generating functions for rooted genus one hypermaps and for doubly rooted 
planar hypermaps. We then obtain parametric systems whose solution is the 
generating function for rooted genus one hypermaps, and we give explicit formulaes 
enumerating rooted genus one hypermaps with m, vertices, rn2 hyperfaces, m3 
hyperedges, or with VI half-edges (brins, in French). D 1987 Academic PKSS. IX. 
Aucune formule explicite n’est connue dCnombrant les hypercartes point&es sur le 
tore. C’est ce probltme que nous rtsolvons dans cet article. Aprt% avoir dktermink 
les relations fonctionnelles satisfaites par la strie gkntratrice des hypercartes poin- 
t&es de genre un, nous ttablissons le systtme paramttrique dont elle est solution et 
en diduisons les formules closes donnant le nombre d’hypercartes point&es sur le 
tore en fonction des nombres de sommets, hyperfaces et hyperaretes ou en fonction 
du nombre d’ar&tes. 0 1987 Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION 
L’Ctude des hypercartes planaires point&es a Ctt! abordCe sous diffkrents 
aspects: 
l Dans [IS], en utilisant la dkfinition combinatoire d’une hypercarte, 
R. Cori Ctablit un codage des hypercartes planaires pointkes par un langage 
sur un alphabet infini et ktudie les cartes planaires point&es dans le cadre 
non commutatif (cf. kgalement [7]). 
l Dans [12] (et [13]), utilisant les risultats de dinombrements sur 
les “slicing? obtenus par W. T. Tutte i l’aide de relatfons de rkurrence (cf. 
[lo]), T. R. S. Walsh dtcompte les hypercartes planaires point&es en 
fonction des nombres d’hyperfaces et de brins. 
* Universiti: de Haute Alsace. 
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* Dans [ 11, nous abordons l’ttude des hypercartes planaires pointees 
sous I’aspect equations fonctionnelles, obtenant systemes paramttriques et 
formules explicites pour le nombre d’hypercartes planaires point&es en 
fonction des nombres de sommets, hyperfaces et hyperaretes. Ces resultats 
sont lies a ceux qui apparaissent dans [8, 2, 31, od sont ttablies des bijec- 
tions entre hypercartes planaires point&es et arbres tres bien ttiquetts. 
La varitte des rtsultats obtenus par ces differentes approches, ainsi que 
la simplicite Ctonnante de certains d’entre eux (comme par exemple le 
systeme parametrique Ctabli dans Cl]), conduisent a poser le probleme de 
leur generalisation aux hypercartes pointtes de genre superieur ou &gal a 
un. Aucun resultat nest connu pour les hypercartes dans ce cadre, oh 
d’autres familles de cartes ont ttt Ctudiees (citons [ 13-15, 5. 41 que nous 
utiliserons dans la suite). 
C’est le probleme de la decomposition et du denombrement des hyper- 
cartes pointtes sur le tore que nous rtsolvons dans cet article. En utilisant 
les methodes que nous avons introduites dans [4], pour I’etude des cartes 
point&es sur le tore, et dans [ 11, pour l’etude des hypercartes planaires 
point&es, nous obtenons les relations fonctionnelles (cf. paragraphe II) et 
les systemes parametriques (theoremes 3 et 4, paragraphe III) dont est 
solution la serie generatrice des hypercartes pointtes sur le tore. On donne 
alors (corollaire 1 du theoreme 3 et theoreme 4, paragrapbe III) les 
formules explicites pour le nombre d’hypercartes pointees sur le tore 
decompttes en fonction du nombre de brins ainsi qu’en fonction des 
nombres de sommets, hyperfaces et hyperaretes, (les premieres valeurs sont 
don&es en annexe). 
On etablit enfin, en corollaire, une formule close dtnombrant les hyper- 
cartes pointees sur le tore a un seul sommet. 
I. DEFINITIONS ET NOTATIONS 
Wous supposons connues et utilisons dans la suite les definitions et 
notations, sur les cartes point&es de genre quelconque que nous avons don- 
ntes dans 141. Nous les completons ci-dessous en donnant les definitions 
relatives aux hypercartes. 
1. Hypercarte point&e de genre g 
0 Une carte de genre g est dite deux-coloriable si on peut colorier ses 
faces avec deux couleurs, toute a&e ttant incidente a deux faces de 
couleurs differentes. 
La propriete “deux coloriable” ttant compatible avec la relation 
d’equivalence dont les classes sont les cartes pointtes de genre g (cf. [4, 
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paragraphe 1.5]), on peut delinir une hypercarte pointee de genre g comme 
une carte point&e deux coloriable de genre g, a laquelle on impose de plus 
de contenir au moins un brin. Cette definition d’une hypercarte point&e de 
genre g est equivalente a la definition combinatoire donnee dans [6] (cf. 
[ 121 pour une demonstration). 
Ce sont les hypercartes point&es de genre 1 que l’on dtnombre dans cet 
article. 
l Si H est une hypercarte pointee, on note C(H) la carte pointee de 
m&me genre, deux coloriable, qui lui est associee. Les faces de C(H) de la 
m&me couleur (resp. de l’autre couleur) que la face exterieure de C(H) sont 
appeltes faces (resp. a&es) de l’hypercarte et notees h-faces (resp. h-a&es) 
dans la suite. Les sommets de C(H) sont les sommets de l’hypercarte H. La 
face exttrieure de C(H) est appelee h-face exterieure de H, 
L’ensemble B des brins de C(H) appartenant aux cycles dtfinissant dans 
C(H) les h-faces, est appele ensemble des brins de l’hypercarte, notes 
A-brins dans la suite. On appelle h-degre d’une h-face (resp. d’un sommet) 
de l’hypercarte H, le nombre de h-brins qui lui sont incidents en tant que 
cellule de C(H) (c’est-a-dire qui appartiennent a la front&e de la h-face ou, 
respectivement, qui admettent le sommet consider& comme sommet initial). 
Le h-degre d’une h-face coincide avec son degre comme face de C(H) 
(evident). Par contre, le k-degre d’un sommet de l’hypercarte est moitie de 
son degre dans C(H). Remarquons enlin que toute arete de C(H) est sous- 
jacente a un unique h-brin de H (evident). 
2. Hypercarte planaire doublenzent pointCe 
On detinit une hypercarte planaire doublement pointte comme une carte 
planaire deux coloriable doublement pointte (cf. [4]), avec la condition 
supplementaire pour le second brin point& d’etre un h-brin. 
3. Dualitt 
La dualiti (cf. [6]) est une bijection dans l’ensemble des hypercartes 
point&es de genre g donne; les h-faces (resp. sommets) d’une hypercarte 
sont Cchangees avec les sommets (resp. h-faces) de l’hypercarte duale; la 
h-face exterieure est Cchangte avec le sommet pointe de l’hypercarte duale 
(les deux ayant meme h-degre); les deux hypercartes ont memes h-a&es. 
EXEMPLE. Nous donnons Figs. 1 et 2 les hypercartes pointees de genre I 
a 3 et 4 h-brins. Elles sont reprtsentees en utilisant la definition classique 
du tore sous forme d’une carre dont on identilie point par point les cot& 
opposes (represent&s en pointilles). Le brin pointe est marque d’une fleche 
et les h-aretes sont hachuries. 
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FIG. 1. Hypercarte point& SW le tore g trois h-brim. 
FIG. 2. Hypercartes pointk.es SW le tore B quatre h-brim 
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II. RELATIONS FONCTIONNELLES POUR LES HYPERCARTES DE GENRE 1 
On note J&u, s, f, u) (resp. K&V, S, f, a)) la serie gtntratrice des hyper- 
cartes point&es de genre g, dans laquelle la variable u (resp. u) dicompte le 
h-degre de la h-face exttrieure (resp. du sommet pointe), la variable s 
donne le nombre de sommets moins un, la variable f donne le nombre de 
h-faces moins une, la variable a donne le nombre de h-a&es. 
On note B(u,, v2, s, f, a) la serie gtneratrice des hypercartes planaires 
doublement point&es, le degre de ui (i = 1, 2) donnant le h-degre du 
1 .‘me sommet point& les degres de S, f, a ayant la meme signification que 
pour Jg. 
On a alors les relations fonctionnelles: 
TH~OR~ME 1. K, est solution de l’iquation, oti l’on note Kg pour 
K&v, 3, f, a), 
K, = vK,(a +frC,) + vfKl(l + K,) 
+~B(u,u,s,f;a)+~s 
K,-K,(l,s,f,a) 
u-l . 
TH~OR~ME 2. B est solution de I’t!quation, oti l’orz note B pour 
B(u,, u2, s, f,  a), 
+v sB-B(Lv2,s,.La) 
1 
ll- 1 
a 
+u2% VlU2S 
[ 
&(fh, s, f, a) - &(~2, 8, f, a) - . 1 (2) u1-v2 
DCmonstration. Ces deux relations fonctionnelles sont obtenues en 
utilisant l’idee de contraction d’une a&e, introduite par Tutte (cf. [lo] et 
[Ill). 
La preuve de ces deux equations est analogue a celle don&e dans [4], 
pour l’etude des cartes pointees de genre un. Nous ne la clttaillons pas ici. 
III. DENOMBREMENT DES HYPERCARTES DE GENRE UN 
La resolution des equations (1) et (2) associees aux equations dont est 
solution la serie generatrice des hypercartes planaires (cf. [[l]) conduit aux 
resultats: 
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TH~OR&ME 3. La s&e generatrice sfK,( 1, s, f, a) qui decompte les hyper- 
cartes pointees de genre 1 en fonction des nombres de sommets, h-faces et 
h-a&es, est solution dy systeme parametrique 
s=p(l -q-r) 
f=dl-r-p) 
a=r(l-p-q) 
d’KICi 3, f; a) = pqr 
(l-~)(l-q)(l-r) 
[(1-p-q-r)2-4pqr]2’ 
Remarque. La skrie gknkratrice sfK,,( 1, s, f, a) qui dtcompte les hyper- 
cartes planaires point&es en fonction des nombres de sommets, h-faces et 
h-a&es, est solution du systkme paramttrique (cf. [I]), 
s=p(l -q-r) 
f=d-r-p) 
a=r(l -p-q) 
sSK,(l,s,f,a)=pqr(l-p-q-r). 
COROLLAIRE 1. Le nombre d’hypercartes point&es sur le tore ayant m, 
(2 1) sommets, m, (2 1) h-faces et m3 (2 1) h-aretes est 
jk mk + 1 + i- ik + hk 
m,+ 1 +l-i,+h, h, 
Oil 
1 
i 1 
I! 
II, 1 2, 13 =i,! i2! i,! (I-i,-i,-i,)! 
et la somme Porte sur les uplets (1, i,, i,, i,, j, , j?, j3, A,, h,, A,) d’entiers 
positifs ou nuls tels que 
i, + i, + i, d 1, jl<h,, .i2<h2, .i3<h3 
et 
I-i,+h,-jz+j,=m-1, l-i2+h3-j3+j,=mz-1, 
I-i,+h,-j,+jZ=m3-1. 
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Si l’on identifie les variables s, f et a en une meme variable z, celle ci 
decompte (par la formule du genre d’une hypercarte, cf. [ 61) le nombre de 
h-brins de l’hypercarte point&e de genre 1 consideree (c’est-a-dire le nombre 
da&es de la carte pointee deux coloriable sous-jacente). On obtient alors. 
TH~OR~ME 4. (a) La skrie g&ntratrice H,(z) du nombre des hypercartes 
point&es de genre 1, dPcomptPes en fonction du nombre de h-brins (ou a&es 
de la carte deux coloriable sous-jacente) satisfait au systPme paramktrique 
(paramPtre t) 
z= t(l-2t) 
t3 
H’(Z)=(1-t)(l-4t)” 
(b) Le nombre d’hypercartes point&es de genre 1 ci n h-brins est 
a,~=~n~321(4n-2-1-l)(n:i). 
I=0 
Remarque. Les formules de denombrement donnees au corollaire 1 du 
thtoreme 3 et au (b) du theoreme 4 sont obtenues a partir des systemes 
paramttriques associes, en appliquant la formule de Lagrange respec- 
tivement A trois variables et une variable. Le systeme parametrique donne 
au theoreme 4 se deduit de celui du theoreme 3 en identifiant les 
parametres p, q et r en un m&me parametre t, et en simplifiant. 
I1 reste a etablir le systeme d’equations parametriques donne au 
theoreme 3. Les &tapes de la demonstration Ctant analogues a celles 
donnees pour la demonstration du thtoreme 3 de [4], nous donnons 
ci-dessous les principales equations intermediaires saris en detailler aucun 
calcul. 
DPmonstration du thPorPme 3. Nous utilisons dans la suite les equations 
etablies dans le cas planaire (se reporter a [ 11, paragraphe III, theoreme 3, 
pour le detail). Rappelons en particulier que Jo = J,(u, s, A a) et KO = 
K,(v, s, f, a) sont solutions du systeme: 
J = u(l+Jo) 
O 1 -us(l +J,) [ i 
fK0 l 1 -us(l +.J,) ,S,f,a +a > 1 
(3) 
K,= 41 +Ko) 
1 -Vf(l +Ko) F ( 
1 sJ 
O 1 -vf(l SK,) 
,s,f,a +a > 1 (4) 
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*,=v(l+K,)(a+flY,)+vs 
&-&AL s, f, a) 
v-l . (5) 
Pour obtenir dans [l], le systeme paramttrique rappele a la remarque 
du thtoreme 3, on est alors amen& a introduire les series parametres 
U = U(s, f, a) et I/ = V(s, f, a) uniques solutions du systeme: 
I 
v= 
1- US(1 +S,) 
(6) 
1 
U= 
1 - Vf(l + &, 
(7) 
oh I’on a post ?g = J,( U, s, f, a) et K0 = K,( V, s, f, a). 
En tliminant J, et I& des equations (3)-(7) et en posant 
V-l U-l 
P’ -7 V 4= 
-> et 
u 
a=r(l -p-q), 
on obtient le systeme parametrique qui donne .$&( 1, S, f, a) (cf. Remarque 
du thtoreme 3). 
Les differentes ttapes de la demonstration du theoreme 3 sont alors les 
suivantes: 
(1) On deduit de l’tquation (l), en substituant V a v et en remar- 
quant que le coefficient de K,( V, s, f, a) est alors nul, que: 
V-l 
Kl(l,s,f;a)=,w, V,s,~a). (8) 
(2) Effectuons la derivation du quatrieme terme du second membre 
de l’tquation (2), et substituons V a v1 et v2. On obtient alors 
V(V- 1) F 
B(1, V,s,f,a)= 2 2, 
avec les 
Notations. Pour i B 0, 
(9) 
et 
a4 $9 f; a) = 5 Cdl + Jdu, $5 A a))13 si = Sj( u, s, f, a), 
HYPERCARTES SUR LE TORE 283 
(3) Dans le quatrieme terme du second membre de l’equation (2): 
substituons a K,(u,, S, f, a) son developpement de Taylor a l’ordre 4 au 
point u2. Derivons alors l’equation (2) par rapport a v1 et substituons V a 
uI et v2. On obtient, en remarquant que le coefficient de (aIS/%,) 
(vr , v2, s, f, a) est nul 
i 
-u+f-2fT1+(&* 
> 
B(V, V,s,f,a)=V2s 
( 
T, F3 ~_ 
2(V-1)+31 . ) 
(10) 
(4) Apres des calculs techniques non detaillts ici, en utilisant (4) 
et en derivant a quatre reprises l’tquation (5), on obtient l’expression du 
second membre de (lo), 
V2 
T,+g T3 
2(V-1) . 
( 
(~+(~/V)B1)(l+(V/U)a,) 
Fl x(-1-~lBl+(u/v(u-1))Pl+(v(u-l)/u)~,) =-. 
v-1 (1-%PJ3 
1, 
(11) 
avec les 
Notations. txl = U2ss, et fll = V2fT,. 
(5) On deduit alors de (8), (lo), et (ll), 
sfK,(l, 3, f, a) 
( 
Cl+ (w%l)(l + (U/VP,) 
= @lb1 x(-1-~lPl+(u/v(u-1))Bl+(v(u-l)lu)~l) (1 -%PJ4 
) 
(12) 
(6) On conciut en posant 
V-l U-l 
p=- v ’ 4= u ’ 
a=r(l -p-q) 
et en exprimant (12) a l’aide de p, q, r; 
(1 -P)(l - 4x1 -r) 
(13) 
CQFD. On deduit du theoreme 3, le 
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COROLLAIRE 2. (a) La sdrie gdneratrice L,(f, a) des hypercartes point&es 
sur le tore, a un seul sommet, decomptees en fonction du nombre de h-faces et 
de h-a&es satisfait au systeme paramdtrique, 
f=q(* -r) 
a=r(l -q) 
$L,(f:a)= * (1 -q-r)“ 
(b) Le nombre d’hypercartes point&es sur le tore ayant un sommet, m, 
h-faces et mz h-aretes est 
aml,m2=~(3~1) (!) (ml-; +“> (m2-j +k) 
la somme portant sur les uplets (j, h, k, 1) d’entiers positifs ou nuls tels que 
.iG 1, j+h=m,-1, k-t I-j=m,- 1. 
Demonstration. On deduit le (a) du thtoreme 3, en remarquant que 
L,(f, a) =fK,(*, 0, f, a), 
Le (b) s’obtient en utilisant la formule de Lagrange a deux variables. 
Remarque. Les techniques developpees dans cet article se generalisent 
au cas des hypercartes de genre suptrieur ou tgal a 2. Ces resultats font 
l’objet d’un travail en tours. 
ANNEXE 
(1) Le tableau ci dessous donne, pour n compris entre 3 et 12, le 
nombre a, d’hypercartes point&es sur le tore, ayant n h-brins. 
n345 6 7 8 9 10 11 12 
a, 1 15 165 1611 14805 131307 1138261 9713835 81968469 685888171 
(2) On donne ci-dessous, pour chaque triplet (m,, m2, m3) d’entiers 
positifs ou nuls, tels que m, + m2 + m3 soit inferieur ou itgal a 12, le nombre 
h m,,M2,“3 d’hypercartes pointtes sur le tore ayant nz, sommets, m2 h-faces, 
wz3 h-aretes. Etant donnee la symetrie complete existant entre les notions de 
sommet, h-face et h-a&e d’une hypercarte point&e sur le tore h,,.,,,,, est 
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invariant par permutation quelconque des valeurs m,, m2 et m3. Auk, 
impose-t-on, dans le tableau ci-dessous, m, d m2 < m3, 
~1~ 5 m3 hml,M2,m3 ml m2 m.3 h m,,m2.w 
1 1 1 1 
1 1 2 5 
1 1 3 15 
1 1 4 35 
1 1 5 70 
1 1 6 126 
1 1 7 210 
1 1 8 330 
1 1 9 495 
1 1 10 715 
1 2 2 40 
1 2 3 175 
1 2 4 560 
1 2 5 1470 
1 2 6 3360 
1 2 7 6930 
1 2 8 13200 
1 2 9 23595 
1 3 3 1050 
1 3 4 4410 
1 3 5 14700 
1 3 6 41580 
1 3 7 103950 
1 3 8 235950 
1 4 4 23520 
1 4 5 97020 
1 4 6 332640 
1 4 7 990990 
1 5 5 485100 
1 5 6 1981980 
2 2 2 456 
2 2 3 2695 
2 2 4 11199 
2 2 5 37035 
2 2 6 104115 
2 2 7 259017 
2 2 8 585585 
2 3 3 20684 
2 3 4 108285 
2 3 5 44.0440 
2 3 6 1493525 
2 3 7 4410120 
2 4 4 697250 
2 4 5 3420835 
2 4 6 13768300 
2 5 5 19920390 
3 3 3 197896 
3 3 4 1264310 
3 3 5 6165478 
3 3 6 24695580 
3 4 4 9684433 
3 4 5 55785870 
4 4 4 87100531 
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